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Resumen

En este trabajo se derivan las propiedades de flexibilidad 
de elementos de una viga de sección variable, mediante la 
aplicación del segundo teorema de Castigliano, consideran-
do la energía complementaria de deformación por flexión 
y cortante. Se propone la integración de los coeficientes de 
flexibilidad de forma numérica, por medio de una discreti-
zación del dominio, con elementos finitos rectangulares de 
primer orden. Al final, el método de cálculo propuesto se 
aplicará a la solución de una viga ahusada, discretizada con 
un máximo de cinco de elementos finitos. Se muestra que 
dicho procedimiento es general y se puede aplicar a vigas 
de sección variable, cuya sección transversal sea compleja, 
lo que permitirá obtener soluciones numéricas satisfactorias 
con tres elementos finitos para viga con una relación peral-
te-longitud del orden de diez.

Ricardo Heras Cruz
Facultad de Estudios Superiores Aragón

Universidad Nacional Autónoma de México

Abstract

In this work, the flexibility properties of variable cross section 
beams are derived, through the application of the second the-
orem of Castigliano; considering the complementary energy 
by bending and share forces. To perform the integration of the 
flexibility coefficients, a numerical method, which considers the 
discretization of the beam domain with first order rectangular 
finite elements, in conjunction with the Gauss rule, is proposed. 
At the end of the work, the proposed method is applied to a 
tapered beam that has been discretized with a maximum of five 
finite elements. It is shown that the method is general, and that 
it can be applied to beams of variable section in which the cross 
section can be complex. The results shown that no more than 3 
finite elements are needed to discretize the domain of beams in 
which, the ratio height-length is of the order of ten.
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Introducción

El uso de elementos estructurales de sección varia-
ble, no-prismáticos, se ha extendido en la práctica de 
la ingeniería civil, para la construcción de diferen-
tes obras de infraestructura: puentes, edificios, esta-
dios, entre otras, porque permite optimizar las seccio-
nes, minimizando el peso, sin afectar su capacidad 
estructural que le ayuda a resistir las cargas que soporta.

Este tipo de vigas se puede clasificar en dos grupos: las 
vigas ahusadas (en inglés, tapered beams), Figura 1, en 
las que x y y son ejes de simetría; y las vigas acarteladas 
(en inglés, haunched beams), Figura 2, en las que sólo el 
eje y es simétrico (Alemdar, 2011; Attarnejad, Shahba y 
Jandaghi, 2011; Beltempo, Balduzzi, Alfano y Auricchio, 
2015).

Figura 1. Viga ahusada. Elaboración: Jaime Retama
 Velasco.

Figura 2. Viga acartelada. 
Elaboración Jaime Retama Velasco. 

Hoy en día, se cuenta con muchas formulaciones nu-
méricas que consideran el efecto de variación de la sec-
ción transversal en toda la longitud de una viga, en sus 
propiedades de rigidez y flexibilidad; sin embargo, no es 
sencillo encontrar un modelo que ofrezca resultados exac-
tos, por lo que el modelado numérico de este problema 
sigue siendo un tema de estudio en diferentes áreas de la 
ingeniería (Alemdar y White, 2005; Alemdar, 2011; At-
tarnejad et al., 2011; Eisenberger, 1991; Balduzzi, Mor-
ganti, Auricchio y Reali, 2017; Beltempo et al., 2015).

Diferentes autores han utilizado polinomios, funciones de 
Green, series de Taylor y el método de Frobenius para ob-
tener una solución aproximada de las ecuaciones diferen-
ciales que rigen el comportamiento de una viga (Eisenber-
ger, 1990; Banerjee y Williams, 1986; Eisenberger, 1994; 
Zhang, Zhou, Xv y Lu, 2011; Veiskarami y Pourzeynali, 
2012). Esto ha permitido llegar a soluciones aproxima-
das en puntos discretos de la viga y, al combinarse con el 
método de los elementos finitos, es posible obtener fun-
ciones de forma a partir de las ecuaciones diferenciales.

Otro método de uso generalizado por diversos au-
tores es el de las flexibilidades, o de las fuerzas (Alem-
dar y White, 2005; Alemdar 2011; Attarnejad et al., 
2011), el cual satisface el equilibrio en cualquier pun-
to a lo largo del elemento; por ello, se le considera un 
método exacto de análisis estructural (Przemieniec-
ki, 1985; Sack, 1994; Gallagher, 1975); la aplicación 
de este procedimiento implica la integración de una 
función en el dominio de la viga; para secciones com-
plejas, es preferible integrar con un método numérico.

En este trabajo, se emplea el método de las fuerzas para 
calcular los coeficientes de flexibilidades de vigas de 
sección variable, y su integración numérica mediante 
la regla de Gauss. Para ello, se recurre a una discretiza-
ción del volumen de la viga por medio de elementos fi-
nitos en dos dimensiones, lo que ayudará a minimizar 
el error de integración asociado a la aproximación nu-
mérica, a medida que se aumenta el número de elemen-
tos (Pilkey, 2002; Carrera, Giunta y Petrolo, 2011).

1. Teoría de vigas

La teoría de vigas simplifica el problema de sólidos a un 
problema unidimensional; se considera que la longitud es 
mucho mayor a las dimensiones transversales de la viga; 
cargas que actúan son perpendiculares a su eje longitudinal, 
el cual coincide con su eje centroidal. Las ecuaciones que 
rigen el comportamiento de una viga permiten definir su 
cinemática de deformación y las fuerzas internas, a partir 
de la curva de deflexión. Hay dos construcciones teóricas 
fundamentales que ayudan a describir la cinemática de de-
formación de una viga: la teoría de vigas de Euler-Bernou-
lli y la teoría de vigas de Timoshenko (Wang et al., 2000).

De la Figura 3, para relaciones de longitud-peralte ma-
yores o iguales a diez, se tiene que la viga se comporta de 
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acuerdo con la teoría de Euler-Bernoulli, y para relacio-
nes menores a diez, su comportamiento se apega más a 
la teoría de Timoshenko.

Al interpretar la Figura 4, se observa que conforme au-
menta la relación longitud-peralte, la contribución del 
momento flexionante, en la flexión de la viga, se vuelve 
dominante; en el caso contrario, en vigas peraltadas, la 
flexión por fuerza cortante se incrementa, por lo que es 
necesario tomar en cuenta su contribución.

Figura 4. Contribución del momento y cortante en la flexión de 
vigas. Elaboración: Jaime Retama Velasco.

1.1.	Euler-Bernoulli

En la teoría de vigas de Euler-Bernoulli se asume que las 
secciones planas y normales al eje axial de la viga, antes 
de la deformación, permanecen planas, y normales al eje 
después de la deformación, como se representa en la Fi-
gura 5. Para establecer las ecuaciones que gobiernan este 
problema, se considera que la función v(x), que describe 
la deflexión del eje axial, satisface la ecuación diferencial 
de equilibrio (Reddy, 2019; Wang, Reddy y Lee, 2000; 
Carrera et al., 2011; Oden y Ripperger, 1981): 

donde E es el módulo de elasticidad del material;  I es el 
momento de inercia de la sección transversal de la viga y q 
define la carga transversal, distribuida de manera unifor-
me. Estas funciones dependen de x; la longitud de la viga 
está dada por L; la función de la curva elástica v(x) debe 
satisfacer la ecuación de equilibrio 1 y las condiciones de 
frontera, esenciales y naturales. Para vigas en las que la 
sección transversal varía a lo largo de su longitud, la ecua-
ción diferencial 1 se reescribe en la forma siguiente:

y para el caso en que la sección transversal y el módulo de 
elasticidad sean constantes, se tiene:

En ambos casos, sección variable y sección constante, la 
ecuación diferencial es no-homogénea y lineal de cuarto 
orden; para la sección variable los coeficientes varían en 
x, mientras que para la sección constante los coeficientes 
son constantes.

1. 2. Timoshenko

En la teoría de vigas de Timoshenko, se asume que las sec-
ciones planas y normales al eje axial permanecen planas 
antes de la deformación, pero no normales al eje después

(2)

(3)

Figura 5. Cinemática de la viga de Euler-Bernoulli.          
Elaboración: Jaime Retama Velasco.

https://doi.org/10.22201/fesa.rdp.2020.1.03
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Figura 3. Relación entre longitud y peralte para vigas. 
Elaboración: Jaime Retama Velasco.
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 de la deformación (Reddy, 2019; Wang et al., 2000; Oden 
y Ripperger, 1981), como en la Figura 6. Bajo esta con-
sideración, las deformaciones cortantes son diferentes de 
cero, por lo tanto, la rotación de las secciones alrededor del 
eje axial no son la derivada de la función de deflexión v(x). 
Para definir la rotación, se introduce la función indepen-
diente ψ(x), por lo que el equilibrio de la viga está dado por:

    (4a)

donde G es el módulo de elasticidad cortante, A es el área 
de la sección transversal de la viga y k es el coeficiente de 
corrección por cortante, que toma en cuenta la diferencia 
entre el estado real parabólico de los esfuerzos por cor-
tante y su idealización constante en la teoría de vigas.

La solución exacta de las ecuaciones diferenciales que 
gobiernan el problema de flexión en vigas, Euler-Ber-
noulli y Timoshenko, demanda operaciones matemáti-
cas que pueden tornarse complejas, cuando las condi-
ciones de geometría y de material varían a lo largo del 
eje axial de la viga. Por ello, es preferible llegar a esa solu-
ción mediante los métodos energéticos de la mecánica.

2. Energía complementaria de deformación

En la Figura 7 se muestra un elemento barra sujeto a la 
acción de los seis elementos mecánicos que se tienen en el 
espacio:  fuerza normal, N; fuerza cortante, VX; fuerza cor-
tante, Vy; momento flexionante, My; momento flexionante, 
Mz; y momento torsionante, T (Oden y Ripperger, 1981).

El problema de una barra se obtiene al establecer hipótesis 
que permiten simplificar la problemática tridimensional 
de los sólidos, a la de un elemento definido en una sola 
dimensión. Bajo esta condición, las variables de campo 
del problema se definen a lo largo del eje axial x de la 
viga. Para la barra mostrada en la Figura 7, de un material 
elástico y lineal, la densidad de energía complementaria 
de deformación, área sobre la curva σ-ε, se expresa como,

 (5)

donde σ
x
 y ε

x
 son el esfuerzo y la deformación unitaria a

lo largo del eje axial; para obtener la energía complemen-
taria total de la barra, Uc, la ecuación 5 se integra en todo 
su volumen: 

 (6)

Al considerar los elementos mecánicos definidos en la 
Figura 7, y su efecto en la energía de deformación de la 
barra, la ecuación 6 se reescribe en su forma general (Gh-
ali y Neville, 2017; Przemieniecki, 1985; Sack, 1994):

(7)
Figura 6. Cinemática de la viga de Timoshenko.   

Elaboración: Jaime Retama Velasco.

    (4b)
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Para el problema de un elemento barra definido en el pla-
no de análisis x-y, la ecuación 7 se reduce a:

    (8)

Las ecuaciones 7 y 8 son válidas para materiales con un 
comportamiento elástico y lineal; además, se consideran 
pequeñas deformaciones.

3. Matriz de flexibilidades

Para derivar la matriz de flexibilidades del elemento viga, 
se utiliza el segundo teorema de Castigliano, que es-
tablece: “la parcial de la función que define la energía 
complementaria de deformación [dada por las ecuaciones 
7 u 8], respecto a una fuerza externa, Pi, es igual al des-
plazamiento di en el punto de aplicación de la carga”, y 
se expresa como:

(9)

Aquí la fuerza externa Pi se define de forma general 
para denotar una fuerza puntual o un momento. Lo 
mismo para el caso del desplazamiento, di, que puede 
ser una traslación o una rotación.

En la Figura 8, se muestra la viga isostática asociada para 
el caso de una viga de sección variable, tipo ahusada. Para 
obtener la matriz de flexibilidades, se aplica el segundo 
teorema de Castigliano, definido por la ecuación 9; se con-
sidera la energía de deformación por flexión más cortante.

Los coeficientes de flexibilidades se expresan como:

(11a)

(11b)

(11c)

En las ecuaciones 11 (a, b, c,) se observa que la contri-
bución de la energía de deformación por cortante sólo 
afecta el coeficiente de flexibilidad f11; el resto de ellos 
son los mismos que cuando sólo se considera la energía 
por flexión.

4. Elemento finito

Para llevar a cabo la integración de los coeficientes de 
flexibilidades (dados por las ecuaciones 11) en todo el 
volumen de la barra, se hace una discretización del domi-
nio por medio de elementos finitos en dos dimensiones 
(Pilkey, 2002). Este procedimiento permite simplificar la 
integración de los coeficientes de flexibilidades, cuando 
se tienen secciones complejas; se considera que el ancho 
de la sección transversal de la viga es constante, por lo 
que sólo se realiza una integral de área en el plano x-y; 
para ello, se utilizan elementos planos rectangulares 
de cuatro nodos de primer orden (Zienkiewicz, Taylor y 
Zhu, 2013; Rao, 2018; Fish y Belytschko, 2008).

4. 1. Elemento rectangular de primer orden

La formulación de un elemento finito rectangular de 
cuatro nodos, empleado para discretizar el dominio de 
la viga, corresponde a un elemento con características 
geométricas particulares. En la Figura 9 se muestra el 
elemento finito, cuyas caras opuestas son paralelas y los 
ángulos internos son rectos. Las coordenadas nodales del 
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Figura 8. Viga ahusada isostática. 
Elaboración: Jaime Retama Velasco. 
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elemento son (xi,yi) para i=1, 2, 3, 4. El espesor del ele-
mento es el ancho, B, de la viga.

Figura 9. Elemento rectangular de primer orden. Elaboración: 
Jaime Retama Velasco. 

Las dimensiones del elemento en el mundo real, Figura 
9, son 2a × 2b × B. La formulación del elemento finito se 
hace en el sistema de coordenadas naturales locales al ele-
mento (ξ,η), mundo padre, con su origen localizado en el 
centro de dicho elemento, Figura 10. Las dimensiones del 
elemento en el mundo padre son de 2 × 2 × B.

Figura 10. Elemento rectangular isoparamétrico de primer orden. 
Elaboración: Jaime Retama Velasco. 

Las funciones de forma que permiten pasar del mundo 
real de la Figura 9, al mundo padre de la Figura 10, y 
viceversa, se expresan como:

Con las funciones de forma derivadas a partir de la 
ecuación 12, y con las coordenadas nodales del ele-
mento de la Figura 9, se tiene que la interpolación de la 
geometría, para una viga de sección variable y simétrica 
respecto al eje x, en las direcciones horizontal y vertical, 
está dada por:

donde x1, x2, y1  y  y2 son las coordenadas nodales del ele-
mento, Figura 9. De acuerdo con la geometría de la viga y 
la discretización mediante elementos finitos, se tiene que 
y3= -y2  y  y4= -y2, lo que permite simplificar las funciones 
que describen la geometría.

Figura 11. Viga discretizada con elementos finitos. Elaboración: 
Jaime Retama Velasco. 

Para fines de integración, el elemento viga se debe dis-
cretizar en un número determinado de elementos finitos, 
que permita una integral más aproximada y evite proble-
mas numéricos con el jacobiano de la transformación (Fi-
gura 11). En concordancia con lo anterior, los coeficien-
tes de flexibilidades se cambian del sistema coordenado 
(x,y) al sistema natural (ξ,η) por medio de:

    (12)

    (13a)

    (13b)

https://doi.org/10.22201/fesa.rdp.2020.1.03
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donde el jacobiano J se define por:

Para una numeración anti-horaria de los nodos del ele-
mento finito de la Figura 9, el jacobiano debe ser mayor 
o igual a cero, que en conjunto con las ecuaciones 13-15, 
permiten reescribir los coeficientes de flexibilidades de la 
viga, en función de las coordenadas locales naturales da-
das en la Figura 10:

(16a)

(16b)

5. Integración numérica

Una vez realizada la transformación de los coeficientes de 
flexibilidades, del sistema real al sistema local natural, se 
procede a su integración en el mundo padre usando una 
regla de integración, como la de Gauss (Zienkiewicz et 
al., 2013; Vázquez y López, 2001); para ejemplificar la 
aplicación de la regla de Gauss, se utilizan dos puntos en 
cada dirección; sin embargo, para mejorar los resultados 
numéricos, se requieren más puntos de integración.

Para un coeficiente cualquiera f(ξ,η), función dependien-
te de las coordenadas locales naturales, el cambio de va-
riables al sistema local natural da por resultado:

La integración numérica de la ecuación 17 se obtiene al 
realizar la sumatoria de la función, evaluada en cada uno 
de los puntos de integración de Gauss, multiplicada por 
los respectivos pesos:

En la Figura 12, se muestra la localización de los pun-
tos de integración de Gauss en el elemento padre; esos 
mismos puntos de integración y sus respectivos pesos se 
presentan en la Tabla 1 (Vázquez y López, 2001).

Figura 12. Dos puntos de Gauss. Elaboración: Jaime Retama 
Velasco. 

     

La regla de Gauss permite integrar de forma exacta una 
función de hasta 2n – 1 grados, donde n es el número 
de puntos de Gauss; con dos puntos es posible integrar 
una función de tercer grado. Sin embargo, en el caso de 
la integración de los coeficientes de flexibilidades para 
elementos de sección variable, se tienen funciones que 
involucran divisiones de polinomios, por lo que se deben 
utilizar más puntos de integración, con el fin de minimi-
zar el error numérico.

    (17)

https://doi.org/10.22201/fesa.rdp.2020.1.03

(14)

Tabla 1. Cuadratura de Gauss de 2 por 2.

Elaboración: Jaime Retama Velasco.

(16c)

(18)

(15)

Punto 𝜉𝜉𝑖𝑖  𝜂𝜂𝑖𝑖 𝑤𝑤𝑖𝑖  

1 − 1
√3

 − 1
√3

 1.00 

2 
1
√3

 − 1
√3

 1.00 

3 
1
√3

 
1
√3

 1.00 

4 − 1
√3

 
1
√3

 1.00 
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6. Ejemplo de aplicación

Con objeto de mostrar el procedimiento de cálculo pro-
puesto para integrar los coeficientes de flexibilidades, 
mediante la discretización de la sección con elementos 
finitos, se ejemplifica el cálculo numérico de una viga de 
sección variable, tipo ahusada, como la mostrada en la 
Figura 13. Los datos del problema son:

• Módulo de elasticidad

• Relación de Poisson μ = 0.20

• Coeficiente de forma κ = 1.20

• H1 = 40 cm

• H2 = 20 cm

• L = 300 cm

• B = 15 cm

El propósito de esta ejemplificación sólo es mostrar las 
ventajas de utilizar un método de integración numérica, 
junto con una discretización del volumen de la viga, por 
medio de elementos finitos. Por ello, no se consideran 
condiciones de carga aplicadas en la viga.

Resultados

Los resultados derivados del presente estudio se muestran 
en las tablas 2 y 3; se incluyen dos casos: uno considera la 
energía de deformación por flexión (teoría de Euler-Ber-
noulli), el otro, las energías de deformación de flexión 
más cortante (teoría de Timoshenko).

En la Tabla 2, se presentan los resultados obtenidos con la 
teoría de Euler-Bernoulli, cuando se discretiza el dominio 
con un máximo de cinco elementos finitos; nótese que en 
la última columna se incluyó como referencia la integral 
exacta de los coeficientes de flexibilidades; estos valores 
se obtuvieron con ayuda de un programa de cálculo nu-
mérico.

En la Tabla 3, se muestran los resultados del caso en el que 
se aplicó la teoría de vigas de Timoshenko. Al igual que 
para el caso de Euler-Bernoulli, se incluyen los resultados 
de una integral exacta de los coeficientes de flexibili-
dades, obtenidos con un programa de cálculo numérico.

Tabla 2. Coeficiente de flexibilidad. Euler-Bernoulli.

Elaboración: Jaime Retama Velasco.

Tabla 3. Coeficiente de flexibilidad. Timoshenko.

https://doi.org/10.22201/fesa.rdp.2020.1.03

Figura 13. Viga ahusada. Elaboración: Jaime Retama Velasco. 

Elaboración: Jaime Retama Velasco. 
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Conclusiones

Este trabajo muestra un procedimiento para calcular 
de forma numérica la integral de los coeficientes de 
flexibilidades de un elemento viga, de sección varia-
ble, tipo ahusada o tapered. Para ello, se consideró una 
discretización del dominio por medio de elementos 
finitos rectangulares de primer orden, definidos en el pla-
no. El método de cálculo demuestra ser viable para apli-
carse a problemas en los que se tengan secciones transver-
sales de vigas que varíen de forma compleja.

En este método, se recomienda utilizar un mínimo de 
tres elementos finitos, en el caso de aplicar una regla de 
integración de 2 puntos de Gauss, y si se usaran 3 puntos 
de integración, se sugiere un mínimo de dos elementos 
finitos. Lo anterior es válido para ambos tipos de formu-
laciones: Euler-Bernoulli y Timoshenko. 
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